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Аннотация. На основе решения прямой колебательно-вращательной задачи 
с гамильтонианом Ватсона с помощью операторной теории возмущений Ван 
Флека при использовании квантово-химической (CCSD(T)/aug-cc-pVQZ) гео-
метрической молекулярной структуры, сектичного силового поля и кубич-
ной поверхности дипольного момента молекулы D 2

16O предсказаны спектры 
поглощения и спектроскопические постоянные эффективных вращательных 
гамильтонианов (A-редукция) основного состояния и полосы ν2. Теоретиче-
ский пертурбативный метод шестого порядка по колебательным переменным 
(четвертого для операторов дипольного момента) и третьего порядка по вра-
щательным основан на систематической процедуре расчета вращательных 
коммутаторов путем нормального упорядочения цилиндрических операто-
ров углового момента. Полученные редуцированные спектроскопические 
постоянные были уточнены и дополнены путем подгонки к наборам экспе-
риментальных уровней энергии. Показано, что новые эффективные гамиль-
тонианы существенно лучше воспроизводят экспериментальные данные 
для J ≤ 30, а расчетные интенсивности с высокой точностью воспроизводят 
наблюдаемые.
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Abstract. By means of solving the direct vibration-rotation problem with the 
Watson Hamiltonian by the operator Van Vleck perturbation theory and using the 
quantum chemical (CCSD(T)/aug-cc-pVQZ) geometrical molecular structure, 
sextic force field and cubic dipole moment surface of the D 2

16O molecule, the 
absorption spectra and spectroscopic constants of effective rotational Hamiltonians 
in A-reduction were predicted for the ground state and ν2 band. The theoretic sixth 
order perturbative approach in vibrational variables (fourth for the dipole moment 
operator) and third order in rotational variables is based on the systematic procedure 
of calculating rotational commutators by means of normal ordering of cylindrical 
angular momentum operators. The obtained reduced spectroscopic constants were 
refined and augmented using fitting to experimental energy levels. It is shown that 
new effective Hamiltonians significantly better reproduce experimental data for 
J ≤ 30, while calculated intensities reproduce experimental counterparts with the 
high accuracy.
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Развитие лабораторной и астрофизической тех-
ники изучения взаимодействия электромагнитно-
го излучения в микроволновом и инфракрасном 
(ИК) диапазонах с молекулами в газовой фазе 
предъявляет новые требования к уровню теоре-
тических методов интерпретации сложных коле-
бательно-вращательных (КВ) спектров поглоще-
ния [1]. Традиционно анализ экспериментальных 
спектров высокого разрешения проводится путем 
итерационной процедуры подгонки параметров 
вращательных эффективных гамильтонианов                     
( eff

rotH ) по ранее отнесенным КВ-линиям или энер-
гиям состояний и предсказанием с помощью по-
лученной эффективной модели положений еще не 
интерпретированных переходов. Надежное опре-
деление некоторых параметров в рамках таких 
моделей зачастую затруднено. Так, для удовлетво-
рительного описания наблюдаемого спектра в слу-
чае проявления сильных эффектов нежесткости и 
близости энергий колебательных состояний в эф-
фективную модель включают параметры центро-
бежного искажения высоких порядков (восьмого и 
выше) и резонансного взаимодействия. Часто они 
сильно скоррелированы или неустойчивы к набору 
экспериментальных данных, использованных при 
подгонке, что ограничивает экстраполяционную 
способность результирующей модели. Указанные 
проблемы могут быть преодолены путем решения 
полностью неэмпирической задачи на основе рав-
новесных геометрий, поверхностей потенциаль-
ной энергии (ППЭ) и компонентов дипольного мо-
мента, которые могут быть с высокой точностью 
рассчитаны современными методами квантовой 
химии.

В настоящей работе продемонстрированы пре-
имущества прогрессивного подхода, в рамках ко-
торого полное решение колебательно-вращатель-
ной задачи проводится с помощью универсального 
метода расчета вращательных коммутаторов путем 
нормального упорядочения цилиндрических опе-
раторов углового момента ( a b c

zJ J J  ), а также нор-
мального упорядочения произведений операторов 
углового момента и 1

0,D  -функций Вигнера [2]. 
Основой предлагаемого подхода является решение 
задачи во втором, четвертом и шестом порядках 
операторной теории возмущений (CVPT(2,4,6)). 
Это позволяет рассчитывать параметры эф-
фективных вращательных гамильтонианов, а 
также предсказывать интенсивности перехо-
дов между КВ-состояниями в ИК-спектрах по-
глощения. В немногочисленных существующих 

публикациях [3–5], использующих аналогичный 
операторный пертурбативный подход, в каче-
стве вращательного был выбран так называемый 
R-базис, для которого были выведены и опублико-
ваны формулы для расчета (анти-) коммутаторов 
[3]. На наш взгляд, использование систематиче-
ского нормального упорядочения цилиндрических 
операторов углового момента и 1

0,D  -функций 
Вигнера [2] упрощает математический формализм 
и компьютерные коды.

Уровень предсказательной точности и эффек-
тивности предлагаемого подхода был протестиро-
ван путем предсказания неэмпирических параме-
тров вращательного eff

rotH  уотсоновского типа для 
основного и ν2 колебательных состояний молекулы 
тяжелой воды (D2

16O), а также путем предсказания 
интенсивностей соответствующей КВ-полосы для 
состояний с J ≤ 20 и их сравнения с базой данных 
HITRAN [6]. Молекула D2

16O оказывает малую, но 
значимую роль в поглощении внешнего излучения 
атмосферой Земли, поскольку ее спектр погло-
щения смещен относительно как основного изо-
тополога H2

16O, так и HD16O. Как показывает ана-
лиз литературы, работы, посвященные изучению 
низковозбужденных колебательно-вращательных 
полос D2

16O с помощью техники эффективных уот-
соновских гамильтонианов частично устарели, а 
актуальные исследования основаны, как правило, 
на применении вариационных расчетов [7] и аль-
тернативных форм гамильтонианов, в том числе 
производящих функций [8, 9]. Таким образом, ре-
зультаты классического подхода могут быть пере-
смотрены с использованием более полных экспе-
риментальных данных [10]. В настоящей работе 
одновременно решается задача уточнения наборов 
спектроскопических постоянных молекулы D2

16O 
для основного состояния и полосы ν2, а также те-
стируется новый теоретический подход для рас-
чета указанных постоянных и списков линий с их 
интенсивностями.

Значения предсказанных параметров были ис-
пользованы в качестве стартовых при подгонке 
по восстановленным из эксперимента значениям 
энергий состояний [10]. Плохо определяемые пара-
метры были фиксированы к расчетным значениям. 
Результирующие параметры эффективной модели 
были использованы для экстраполяции энергий 
и волновых функций ряда состояний при J > 30. 
Рассчитанный в четвертом порядке колебатель-
ной теории возмущений эффективный вращатель-
ный гамильтониан и унитарно преобразованный в 
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четвертом порядке оператор дипольного момента 
(CVPT(4/4)) вместе с подогнанными эффективны-
ми постоянными были использованы для предска-
зания списков колебательно-вращательных линий 
D2

16O.
Предлагаемый метод может способствовать 

решению множества фундаментальных и при-
кладных задач, включая изучение молекуляр-
ной динамики, задач мониторинга атмосферы 
Земли и химического анализа астрофизических 
объектов.

Теория

Гамильтониан. Использование пертурбатив-
ного операторного метода решения колебательно-
вращательного уравнения Шрёдингера предопре-
деляет выбор гамильтониана Ватсона [11, 12]: 

Здесь оператор обратного тензора инерции 
раскладывается до суммарной четвертой степе-
ни по безразмерным колебательным координатам                   
( 4q  ), в качестве которых используются нор-
мальные моды колебаний, а потенциальная энер-
гия раскладывается до шестой степени, 6( )V q q . 
Остальные обозначения в (1) являются традицион-
ными и не требуют пояснения [11].

Колебательная теория возмущений. При ис-
пользовании канонической теории возмущений 
Ван Флека (CVPT(n), n-порядок) колебатель-
но-вращательный гамильтониан Ĥ  (1) внача-
ле подвергается K унитарным преобразованиям 

2 1...KU U U U  по колебательным переменным:

1
1 1 1 1

2 1 2
ˆ ˆ... ... .K KH UHU U U U HU U U    

             (2)

Последовательность колебательных унитарных 
преобразований выбирается так, чтобы результи-
рующий оператор коммутировал с оператором ну-
левого приближения: 0

ˆ, 0H H   
 . Это позволяет 

найти собственные значения преобразованного 
оператора с помощью волновых функций опера-
тора 0Ĥ . Поскольку исходный гамильтониан (1) 
содержит члены разного порядка малости, для по-
лучения наиболее корректного решения последо-

вательность преобразований (2) строится с учетом 
разложения исходного гамильтониана по параме-
тру возмущения λ: 

0
1

ˆ ˆ ˆ( ) .
K

k
k

k
H H H



                                  (3)

Разбиение гамильтониана по порядкам удобно 
проводить с помощью схемы Нильсена – Амата, 
в рамках которой порядок малости определяется 
суммой степеней колебательных и вращательных 
операторов. Унитарные преобразования раскла-
дываются в операторный экспоненциальный ряд 
и зависят от параметра  как ( ) exp ( ).k

k kU i S     
Обычная техника теории возмущений дает следую-
щее выражение для гамильтониана ( )ˆ K

kH , подверг-
нутого K унитарным преобразованиям [13–15]:

( ) ( 1)

1
( 1)

0

ˆ ˆ

ˆ[ ,[ , ... [ , ]...],
( )!

, mod( , ).

K K
k k

l ml
K

K K K Km L
m l m

H H

i
S S S H

l m

k Ll L k K
K







 


 




 

 

Генераторы унитарных преобразований Sk осо-
бенно удобно определять при переходе к представ-
лению вторичного квантования [16]. 

Вращательная теория возмущений (редук-
ция). После серии унитарных преобразований по 
колебательным операторам итоговый квазидиаго-
нальный гамильтониан можно проинтегрировать 
по колебательным базисным функциям изолиро-
ванного состояния или выбранной полиады. Полу-
ченные матричные элементы будут представлять 
собой полиномы по вращательным операторам, 
называемые эффективными вращательными га-
мильтонианами ( eff

rotH ). В серии работ Ватсона и 
других исследователей [17–21] было показано, что 
в общем виде операторы eff

rotH , записанные в де-
картовых компонентах оператора углового момен-
та, содержат избыточное число скалярных пара-
метров ввиду наличия линейных зависимостей 
и, следовательно, не могут быть однозначно вос-
становлены из экспериментальных данных. Эта 
проблема может быть решена с помощью так на-
зываемой редукции, которая представляет собой 
серию унитарных преобразований по враща-
тельным операторам. В результате новый eff

rotH  
содержит минимальное число физически значи-
мых спектроскопических постоянных, которые в 

(1)

(4)

21 ˆ
2

1 ˆ ˆˆ ˆ( ) ( )
2

1
( )

8

ˆ

.

M

kpk
k

J J

V q

H

    







      

  

 




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принципе могут быть однозначно восстановлены 
при условии наличия достаточного объема экспе-
риментальных данных. Строго говоря, существу-
ют различные способы конструирования eff

rotH  для 
асимметричных волчков в зависимости от соотно-
шений между вращательными постоянными. Наи-
более распространенными являются A-редукция 
и S-редукция, где последний вариант относится 
к случаю квазивырождения (A ≈ B, B ≈ C). В на-
стоящей работе мы будем рассматривать случай 
A-редукции.

Будучи вариантом операторной теории возму-
щений, вращательная редукция может быть по-
строена с использованием формул (3) и (4). На-
пример, при редукции второго порядка унитарным 
преобразованиям последовательно подвергаются 
вращательные операторы 4-й и 6-й степеней:

2 4 6 ...rotH H H H       ,                                  (5)

где члены разного порядка малости имеют следу-
ющий преобразованный вид:

 
 

   

2 2 4 4 2 3

6 6 4 3

52 3 3 2

, , ,

,

1
, , ,

2
.

H H H H i H S

H H i H S

H S S i H S

  

  

   

 



 

В случае A-редукции генераторы унитарных 
преобразований S3 и S5 определяются из условий 
равенства нулю коэффициентов при нетрехдиаго-
нальных операторах. Более подробно детали рас-
четов описаны в работе [22].

Определение параметров эффективно-
го гамильтониана. Каноническая форма 
A-редуцированного эффективного гамильто-
ниана Ватсона с дополнительными дектичными 

и додектичными членами, использованными в на-
стоящей работе, имеет вид [23], представленный в 
(7) (здесь 2 2 2 2

x y zJ J J  J ). 
Обычная техника определения величин спек-

троскопических постоянных, входящих в выра-
жение для эффективного гамильтониана (7), со-
стоит в выборе пробных значений констант на 
основании разных соображений (перенос из ос-
новного состояния, использование изотопиче-
ских соотношений и др.). Однако практический 
объем экспериментальных данных, как прави-
ло, оказывается недостаточным для получения 
узких доверительных интервалов подгоняемых 
величин, а во многих случаях некоторые вели-
чины оказываются линейно зависимыми. Ра-
дикальной методологией решения проблемы 
получения достоверных наборов спектроскопи-
ческих постоянных является предварительный 
неэмпирический расчет редуцированных квар-
тичных, секстичных и октичных постоянных с 
их последующим уточнением по эксперимен-
тальным данным. При этом плохо определяе-
мые величины могут быть зафиксированы на 
уровне теоретических величин. Подобная про-
цедура также предохраняет от грубых ошибок 
в подгонке.

Теория определения вида аналитической 
зависимости декартовых и редуцированных 
секстичных спектроскопических постоянных 
асимметричных волчков произвольной симме-
трии была разработана Ватсоном, но получен-
ные выражения оказались весьма громоздкими 
[19]. Еще более сложный вид имеют выраже-
ния для октичных постоянных [21]. Помимо 
стандартной операторной формулировки вра-
щательной редукции ранее использовался по-
луклассический формализм с использованием 

(6)
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скобок Пуассона [21] и классический подход, 
рассматривающий стационарные точки эффек-
тивной вращательной энергии [24]. В работе 
Пыщева [24] выведена компактная формула (8) 
для расчета декартовых секстичных постоян-
ных центробежного искажения, а предложен-
ная методика позволяет получить и октичные 
постоянные. Однако проведенная нами про-
верка итоговой формулы (27) из работы [24] 
для расчета секстичных постоянных позволи-
ла установить наличие ошибок в численных 
коэффициентах.

В наших дальнейших исследованиях ставит-
ся задача обобщения подхода Пыщева на случай 
октичных постоянных и сравнения эффективно-
сти метода расчета вращательных коммутаторов с 
использованием скобок Пуассона с канонической 
операторной техникой.

Расчет интенсивностей колебательно-
вращательных переходов. Интенсивность 
КВ-линии может быть найдена согласно вы-
ражению (9) [25], где ''A  и 'A  – начальный и 
конечный уровни перехода,  ' '' /A AE E hc    – 
волновое число перехода, 'ng – вырождение из-
за спина нижнего уровня,  Q T – функция со-
стояний, зависящая от температуры, Na – число 
поглощающих молекул, находящихся в едини-
це объема,  ' ''S A A  – сила линии электри-
ческого диполя между начальным и конечным 
состояниями (10).

 
2

, ,
ˆ' '' ' '' .

' '' x y z
S A A 

 
      

Далее необходимо принять во внимание со-
отношение между молекулярной        и 
лабораторной   , ,x y z   системами координат, 
заданное матрицей направляющих косинусов  . 
Направление источника излучения можно выбрать 
в качестве лабораторной оси z. Ангармонические 
волновые функции можно заменить функциями 
нулевого приближения, учитывая действие уни-
тарных преобразований гамильтониана на опера-

тор дипольного момента. Далее можно перейти от 
матрицы   к линейным комбинациям ее элемен-
тов, используя определение функции Вингера (11):
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Для расчета итоговой величины матричного 
элемента перехода в лабораторной системе коор-
динат необходимо учесть коммутационные соот-
ношения между цилиндрическими операторами 
углового момента и функциями Вигнера [2]. Под-
робное изложение формализма будет представле-
но в наших последующих публикациях.

Методика расчета

Расчет равновесной геометрии и поверхно-
сти потенциальной энергии. Расчет равновесной 
геометрии, а также выраженных в нормальных 
координатах поверхности потенциальной энер-
гии шестого порядка и поверхности дипольного 
момента третьего порядка был выполнен с помо-
щью квантовохимического программного пакета 
CFOUR (v2.1) [26] на уровне электронной тео-
рии CCSD(T)/aug-cc-pVQZ. Соответствующие 
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постоянные были получены с помощью про-
граммы ANCO [14, 27, 28] численным дифферен-
цированием гессианов электронных энергий и 
производных дипольного момента ядерных кон-
фигураций, смещенных вдоль нормальных коор-
динат. Параметры равновесной геометрии соста-
вили re(OH) = 0,9589 Å и ∠(HOH) = 104,365 град. 
Рассчитанные в шестом порядке колебательной 
теории возмущений с секстичным силовым полем 
фундаментальные частоты хорошо согласуются с 
литературными [10] (в скобках): ν1 = 2670,7921 cм–1 
(2671,6459), ν2 = 1179,5231 cм–1 (1178,3788), ν3 = 
2785,3506 cм–1 (2787,7180).

Предсказание и подгонка постоянных ЭГ. 
Поскольку основное колебательное состояние и 
колебательное состояние (010) в изогнутых мо-
лекулах типа X–Y–X не возмущены резонанса-
ми, то для их колебательно усредненных враща-
тельных гамильтонианов может быть применена 
стандартная схема орторомбической редукции 
[19]. Для исследуемой молекулы D2

16O были не-
эмпирически предсказаны соответствующие 
спектроскопические постоянные eff

rotH  вплоть 
до октичных, которые были получены посред-
ством вращательной редукции третьего поряд-
ка из колебательно усредненных вращательных 
гамильтонианов, полученных из колебательных 
унитарно преобразованных гамильтонианов в 
шестом порядке колебательной теории возму-
щений (CVPT(6)). Эти постоянные eff

rotH  были 
далее использованы в качестве начального при-
ближения. 

Полный вращательный A-редуцированный 
эффективный гамильтониан, восстановленный 
путем решения обратной задачи, включал эф-
фективные постоянные вплоть до 12 степени по 
J. Алгоритм подгонки был основан на линейном 
методе наименьших квадратов (МНК) с реше-
нием систем линейных уравнений с помощью 
метода сингулярного разложения (SVD). По 
мере постепенного добавления варьируемых ко-
лебательно-вращательных состояний те эффек-
тивные постоянные, у которых доверительный 
интервал при варьировании превышал 1% от 
полученного значения и которые не приводили 
к значительному уменьшению среднеквадратич-
ного отклонения (RMSD), приравнивались нулю. 
Если фиксированная неэмпирическим значе-
ниям постоянная при варьировании остальных 
постоянных модели приводила к ухудшению 
RMSD, то она считалась определенной недоста-

точно надежно и приравнивалась нулю. Это по-
зволило при промежуточной подгонке оценить, 
какие из найденных теоретических постоянных 
определялись недостаточно надежно и исклю-
чить их из эффективной модели. Хотя зануление 
постоянной вносит некоторую ошибку в набор 
найденных констант, а также ограничивает экс-
траполяционную способность эффективной мо-
дели, влияние этой ошибки можно оценить по 
конечному RMSD и анализу на основе графиче-
ского представления данных.

Подгонку параметров проводили по восста-
новленным из экспериментальных переходов 
энергиям КВ-состояний [10] с J ≤ 30. Как было 
показано в работе [8], выраженные эффекты не-
жесткости молекулы D2

16O приводят к расходи-
мости уотсоновского eff

rotH  для тех состояний, у 
которых квантовое число Ka превышает некото-
рое значение. По этой причине был ограничен 
набор состояний, по которым была построена 
эффективная модель. Приближенные формулы 
из [29] дают оценку в Ka = 15 для основного ко-
лебательного состояния и Ka = 13 для (010). Для 
учета потенциальных J-зависимых эффектов не-
жесткости, мы ограничили Ka ≤ 14 для основно-
го колебательного состояния и Ka ≤ 12 для (010).

Расчет списков линий. Предсказание спи-
сков линий колебательной полосы (010) было 
проведено с помощью неэмпирического эффек-
тивного оператора дипольного момента и посто-
янных eff

rotH , полученных по результату подгонки. 
Матричные элементы контактно преобразован-
ного дипольного момента были рассчитаны на 
собственных функциях eff

rotH  и нормированы на 
интенсивность наиболее интенсивного экспери-
ментального перехода, которым при комнатной 
температуре являлся переход 40,4 → 51,5. Было 
необходимо ввести ограничение на максималь-
ные значения J и Ka участвующих состояний, по-
скольку в отличие от глобальных моделей eff

rotH  
уотсоновского типа имеет ограниченные экс-
траполяционные способности. Для этого были 
предсказаны два набора списков линий. Первый 
набор использовался для сравнения с базой дан-
ных HITRAN и включал в себя переходы между 
состояниями с J ≤ 20 и  Ka ≤ 14 для основного 
состояния и Ka ≤ 12 для (010) при ΔKa ≤ 3. Во 
второй набор вошли переходы между состояни-
ями 21 ≤ J ≤ 33, Ka ≤ 10 и ΔKa ≤ 1. Списки линий 
второго набора прилагаются в дополнительных 
материалах по ссылке.*

* http://www.chem.msu.ru/rus/vmgu/244/292.html
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Обсуждение результатов
Предсказание и подгонка постоянных эффек-

тивных гамильтонианов. В общей сложности в 
подгонке постоянных eff

rotH  были задействованы 
633 КВ-уровня энергии в случае основного со-
стояния и 528 в случае (010). В итоговые эффек-
тивные модели вошли эффективные постоянные 

вплоть до додектичных 12-го порядка. В табл. 1, 
2 приведены постоянные eff

rotH , полученные в на-
стоящей работе, а также известные из литературы. 
В скобках указаны относящиеся к последним зна-
чащим цифрам доверительные интервалы одного 
стандартного отклонения. Заметим, что у постоян-
ных из работы Папино [30] в скобках указаны два 

Т а б л и ц а  1

Постоянные эффективного гамильтониана основного колебательного состояния

Постоянная CVPT(6) Настоящая работа Работа [31] Работа [30]

A 15,3777 15,4206420(76) 15,4199636(31) 15,4199657(26)

B 7,27036 7,2727147(14) 7,27296304(26) 7,2729744(13)

C 4,83625 4,84523230(34) 4,84529616(30) 4,84528552(40)

J×103 0,309395 0,3078875(34) 0,3099389(494) 0,309983(45)

JK×103 –1,50860 –1,500102(11) –1,523192(125) –1,52324(25)

K×103 8,96098 9,20994(31) 9,251024(467) 9,25347(20)

J×103 0,122817 0,1221567(21) 0,123088(503) 0,123109(12)

K×103 0,349217 0,358529(17) 0,34268(107) 0,34708(29)

HJ×106 0,064835 0,0584621(53) 0,06511(209) 0,06513(46)

HJK×106 –0,280434 –0,148557(58) – –0,2149(57)

HKJ×106 –2,22367 –2,146198(68) –3,1507(187) –2,457(16)

HK×106 16,2269 16,7244(41) 18,7227(472) 18,449(15)

hJ×106 0,0319964 0,0289494(33) 0,0289(193) 0,03226(20)

hJK×106 –0,0739741 –0,024512(49) 0,0579(453) –0,0528(28)

hK×106 3,33506 4,22414(20) 3,6340(841) 3,790(37)

LJ×109 –0,0185704 –0,0109172(26) – –0,0168(13)

LJJK×109 0,196056 –0,053366(49) – 0,054(10)

LJK×109 –2,72014 –3,38068(45) – –3,84(44)

LKKJ×109 11,5151 11,42939(74) – 15,1(12)

LK×109 –32,6136 –36,472(22) –30,4(175) –59,64(96)

lJ×109 –0,00927796 –0,0055076(17) – –0,00836(66)

lJK×109 0,0683407 –0,019394(37) – –

lKJ×109 0,597915 –0,59712(15) – –

lK×109 –13,5107 –21,1764(24) – –17,3(12)

PJJK×1012 – 0,60530(21) – –

PK×1012 – 29,480(44) –270(345) 151,6(32)

pK×1012 – 36,793(14) – –

QK×1015 – – – –286(14)

qK×1015 – –37,446(34) – –
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Т а б л и ц а  2

Постоянные эффективного гамильтониана колебательного состояния (010)

Постоянная CVPT(6) Настоящая работа Работа [32]

Ev 1179,5231 1178,378792 1178,379(10)

A 16,5587 16,632992(37) 16,633880(98)

B 7,33704 7,3382101(34) 7,338823(47)

C 4,78148 4,7897561(17) 4,789485(36)

J×103 0,334525 0,333652(14) 0,33682(98)

JK×103 –1,85176 –1,957871(57) –1,9241(51)

K×103 12,9217 14,0273(23) 14,0365(41)

J×103 0,135773 0,1350063(42) 0,13736(39)

K×103 0,722212 0,721369(14) 0,8348(44)

HJ×106 0,0763995 0,069360(32) 0,0972(92)

HJK×106 –0,0359667 –0,06327(15) 1,329(73)

HKJ×106 –4,33710 –7,6218(30) –11,44(15)

HK×106 27,2773 42,209(51) 46,74(12)

hJ×106 0,0377385 0,0350337(75) 0,0534(38)

hJK×106 –0,107729 –0,3116432(60) 0,571(68)

hK×106 6,91409 10,7571(11) 17,53(11)

LJ×109 –0,0185695 –0,013353(33) –0,092(25)

LJJK×109 0,296910 0,35496(13) –5,83(32)

LJK×109 –5,47941 –17,2773(31) 31,5(13)

LKKJ×109 18,5737 101,81(52) –8,1(13)

LK×109 –37,0136 –197,10(52) –166,8(41)

lJ×109 –0,00927780 –0,0072248(42) –0,068(11)

lJK×109 0,117934 0,117934 –0,89(23)

lKJ×109 1,81871 1,81871 –41,04(86)

lK×109 –26,1192 –125,625(25) –23,8(14)

PJ×1012 – 0,000378(13) –

PJJK×1012 – 9,0823(28) –

PKKJ×1012 – 111,3595(99) –39,5(70)

PKKKJ×1012 – –668,22(32) 93(33)

PK×1012 – 778,6(24) 438(66)

pJK×1012 – 4,96634(55) –

pKKJ×1012 – 13,1858(53) –

pK×1012 – 702,79(23) –109(41)

QKKKKJ×1015 – 822,57(80) –

QK×1015 – –944,0(42) –754(250)

qK×1015 – –1047,99(59) –
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стандартных отклонения. RMSD эффективной мо-
дели составили 0,0148 и 0,0196 см–1 для основного 
состояния и (010) соответственно.

Основное состояние. В eff
rotH  основного со-

стояния были включены все постоянные вплоть 
до октичных, а также постоянные PJJK, PK, pK и 
qK. Доверительные интервалы вошедших в эффек-
тивную модель постоянных были меньше 1% от 
подгоночных значений, в связи с чем все они ва-
рьировались и в результате значения всех предска-
занных в рамках CVPT(6) постоянных были заме-
нены на те, которые были получены в результате 
подгонки. Добавление постоянной QK приводило 
к увеличению доверительного интервала PK и LK и 
практически не влияло на RMSD общей выборки 
и выборки с J ≥ 25, в связи с чем, в отличие от мо-
дели Папино, она была приравнена к нулю. Срав-
нение ошибок предсказания нашей эффективной 
модели и ранее опубликованных моделей Папино 
[30] и Тота [31] приведено на рис. 1. Предсказа-
ние проводилось для тех состояний, которые были 
использованы при подгонке в нашей работе. Заме-
тим, что отсутствие на графике ошибок предсказа-
ний модели Тота начиная с J ≈ 20 и Папино с J ≈ 24 
связано с тем, что их значения превысили пределы 
в ±0,8 см–1. В широком диапазоне КВ-уровней ос-
новного состояния полученный нами eff

rotH  лучше 
описывает энергии при сохранении малых значе-
ний доверительных интервалов постоянных.

Состояние (010). Перед построением эффек-
тивной модели колебательная энергия была при-

Рис. 1. Отклонения расчетных энергий от экспериментальных для основного колебательного со-
стояния, предсказанных различными эффективными гамильтонианами (Toth (1993), Papineau (1981),                         

настоящая работа)

равнена к энергии состояния (010) без враща-
тельного возбуждения. Промежуточный анализ 
распределения ошибок интерполяции показал, 
что в отличие от основного состояния эффектив-
ная модель (010) может содержать систематиче-
ское искажение в значениях постоянных низкого 
порядка из-за проявления сильных эффектов не-
жесткости в высоко возбужденной области. Бо-
лее того, добавление постоянных 12-го порядка 
приводило к численной неустойчивости реше-
ний системы линейных уравнений МНК из-за 
предельно больших значений чисел обусловлен-
ности сингулярного разложения (порядка ~1030). 
В связи с этим, чтобы избежать возможного 
влияния аномально больших центробежных эф-
фектов на значения вращательных постоянных 
и квартичных постоянных, было решено полу-
чить их значения с помощью менее возбужден-
ных энергий. Они были определены при J ≤ 15 
и затем при промежуточной подгонке считались 
фиксированными. После подбора оптимального 
набора эффективных постоянных вращательные 
и квартичные постоянные вновь варьировались. 

В отличие от основного состояния, посто-
янная QK значительно влияла на RMSD, хотя 
также приводила к увеличению доверитель-
ных интервалов LK и PK. Однако мы решили 
оставить ее в эффективной модели, посколь-
ку помимо наблюдаемого улучшения интер-
поляционной способности предполагаемые 
Jz-зависимые центробежные эффекты должны 
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быть сильнее у возбужденных по изгибной 
моде состояний и постоянные высокого поряд-
ка будут сильнее влиять на высоко возбужден-
ные вращательные состояния, поэтому учет 
QK, возможно, улучшит экстраполяционную 
способность нашей модели. В отличие от ос-
новного состояния, не все октичные постоян-
ные удалось определить из подгонки и предло-
женная в данной работе методология применения 
расчетных постоянных значительно упростила 

построение эффективной модели. Так, постоян-
ная lJK плохо определялась и сначала была при-
равнена нулю, а затем предсказанному значению. 
Использование предсказанного значения вместо 
приравнивания к нулю привело к уменьшению 
RMSD почти на 10% (с 0,0214 до 0,0196 см–1), в 
связи с чем можно предположить, что ее значе-
ние было предсказано верно. Схожая ситуация 
наблюдалась в случае постоянной lKJ. Эти на-
блюдения позволяют сделать вывод о необходи-

Рис. 2. Отклонения расчетных энергий от экспериментальных для изолированного колебательно-
го состояния ν2, предсказанных различными эффективными гамильтонианами (настоящая работа,                             

Camy-Peyret (1985))

Рис. 3. Сопоставление экспериментальных списков линий из базы данных HITRAN с расчетными, полу-
ченными методом CVPT(4/4) для изолированной колебательной полосы ν2
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мости проведения подгонки постоянных с кон-
тролем их уклонения от теоретических величин. 
На рис. 2 приведены ошибки предсказания энер-
гий нашей модели и ранее опубликованной моде-
ли [32]. Как и в случае основного состояния, по-
лученный нами eff

rotH  лучше описывает КВ-уровни 
состояния (010).

Предсказание списков КВ-линий. Построен-
ная в результате подгонки эффективная модель 
рассчитана на описание КВ-состояний в весьма 
широком диапазоне энергий вплоть до J ≤ 30 и 
Ka ≤ 14, что отличает ее от ранее опубликован-
ных в литературе. Для валидации полученного в 
рамках теории возмущений CVPT(4/4) неэмпи-
рического эффективного оператора дипольного 
момента нами были предсказаны «полуэмпири-
ческие» списки линий для J ≤ 20 при комнат-
ной температуре, которые затем сравнивались 
со списками линий базы данных HITRAN [6]. 
В качестве условия на вращательные квантовые 
числа КВ-переходов нами было установлено из-
менение ΔKa ≤ 3. На рис. 3 представлено срав-
нение списков линий HITRAN с полученными 
в настоящей работе. Уклонения рассчитанных 
методом CVPT(4/4) интенсивностей от экспери-
ментальных, взятых из базы данных HITRAN, 
наглядно представлены на рис. 4. Как видно из 
этой диаграммы, предсказанные интенсивности 
демонстрируют малые средние уклонения от 

экспериментальных, а наибольшие уклонения 
отвечают высоким значениям Ka.

Заключение

Операторная теория возмущений Ван Флека 
с гамильтонианом Ватсона является удобным 
теоретическим инструментом для решения коле-
бательно-вращательного уравнения Шрёдингера 
для небольших полужестких молекул. Однако 
ее реализация для получения аналитических 
результатов и решения численных задач сталки-
вается с проблемой расчета вращательных ком-
мутаторов. Удобным средством решения этой 
проблемы служит математический метод нор-
мального упорядочения, который тривиально ре-
шает проблему расчета указанных коммутаторов. 
В настоящей работе реализовано общее решение 
указанной проблемы на основе нового метода 
аналитического нормального упорядочения лест-
ничных цилиндрических операторов углового 
момента, предложенного в недавней публикации 
[2]. Аналогичное решение для нормального упо-
рядочения произведений 1

0,D  -функций Вигнера 
и операторов углового момента позволяет рассчи-
тывать интенсивности колебательно-вращатель-
ных переходов. Более того, техника нормального 
упорядочения способствует эффективному реше-
нию задачи вращательной редукции колебатель-
но усредненных вращательных гамильтонианов 

Рис. 4. Логарифмы отношений интенсивностей КВ переходов колебательной полосы ν2, рас-
считанных методом CVPT(4/4) и взятых из базы данных HITRAN. Кружками обозначены ло-
гарифмы отношений интенсивностей отдельных переходов. Крестиками обозначены средние 

значения модулей логарифмов, соответствующих J
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и расчету численных значений наборов спектро-
скопических постоянных эффективных враща-
тельных гамильтонианов. 

В настоящей работе параллельно рассмотрены 
две задачи. Во-первых, проведена валидация вы-
шеуказанного теоретического подхода на примере 
расчета колебательно-вращательных списков ли-
ний полосы ν2 молекулы D2

16O. Во-вторых, рас-
считаны теоретические спектроскопические по-
стоянные в A-редукции. Предсказанные энергии 
переходов дополнены расчетом интенсивностей. 
Полученные теоретические величины уточнены 
с помощью экспериментальных данных по уров-
ням энергии указанных колебательных состояний. 
Все расчеты проведены с использованием кванто-
во-химической (CCSD(T)/aug-cc-pVQZ) геометри-

ческой молекулярной структуры, секстичного си-
лового поля и кубичной поверхности дипольного 
момента. Детальный анализ полученных резуль-
татов позволяет сделать ряд выводов. Во-первых, 
уточненные параметры эффективных гамиль-
тонианов значительно лучше описывают экс-
периментальные энергии по сравнению с ранее 
опубликованными работами [30–32]. Во-вторых, 
предсказанные интенсивности также отлично 
согласуются с экспериментом. Все вышеуказан-
ное свидетельствует о высокой эффективности 
использованного теоретического подхода и по-
строенной расчетной схемы, позволяя сформули-
ровать рекомендации по их расширенному при-
менению для решения аналогичных задач для 
широкого класса молекул. 
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